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1 Ein bisschen Zahlentheorie am Anfang

Die Mathematik von heute wurde nicht an einem Tag erfunden, sie hat sich {iber Jahrtausende
entwickelt. Ahnlich wie sich das Zahlenverstédndnis eines Kleinkindes nach und nach entwickelt,
so hat sich auch die Mathematik selbst in der Menschheit entwickelt.

Grundlegende Elemente in der Mathematik sind Zahlen. Samtliche Zahlen kann man in Grup-
pen einteilen, jede neue Gruppe enthélt die bereits vorherigen. Aber der Reihe nach.

1.1 Natiirliche, ganze, rationale und reelle Zahlen

Zahlt man die Anzahl der Menschen in einem Raum, so wird man (hoffentlich) schwerlich
halbe, drittel oder gar noch kleinere Menschenanteile finden, sondern entweder ist der Raum
menschenleer oder es sind ganzzahlige Vielfache der Zahl 1 an Anzahl Menschen vorhanden.
Diese Menge der (An-)Zahlen nennt man natirliche Zahlen. Diese wird mit dem Zeichen N
dargestellt. Die erste Erweiterung dieser Zahlenmenge kann man tun, indem man auch die 0 als
natiirliche Zahl dazunimmt. Um darzustellen, dass die 0 dazugehort, schreibt man Nj.

Die néchste Erweiterung fiigt auch negative ganze Zahlen hinzu. Diese erweiterte Menge nennt
man dann ganze Zahlen und werden mit dem Zeichen Z dargestellt. Es gilt: jede natiirliche
Zahl ist auch eine ganze Zahl.

Vorhin hatten wir es von Anzahlen von Menschen. Zihlen wir die Anzahl Apfel in einer Schale,
dann konnte es sein, dass neben verschiedenen ganzen Apfel zusitzlich noch ein halber Apfel
drin liegt, weil jemand einen Apfel geteilt und nur die eine Hélfte gegessen hat. Um das darzu-
stellen, reicht die Menge der ganzen Zahlen Z einschliesslich der Null nicht mehr, wir miissen
auch diese Menge erweitern.

Wir erweitern die Menge der Zahlen so, dass sie auch Bruchzahlen enthélt. Wir nennen diese
erweiterte Zahlenmenge rationalen Zahlen, welche durch das Zeichen Q dargestellt werden.
Briiche sind Zahlen, bei denen Zéahler und Nenner ganze Zahlen sind. Mathematisch schreibt
man das so:

z .
q:—le(@ mit 21,29 € Z
<2

Es gilt: Jede ganze Zahl ist auch eine rationale Zahl.

Stellt man eine rationale Zahl als Dezimalzahl (also nur mit Ziffern und Dezimaltrennzeichen)
dar, dann ist die Anzahl der Ziffern rechts vom Dezimaltrennzeichen entweder endlich (z.B.
2.25) oder unendlich, aber periodisch (z.B. § = 0.33333... was als 0.3 dargestellt wird — oder
1 =0.1428357).

Damit ist sie Zahlenmenge schon recht gross, aber Zahlen wie 7 oder v/2 finden wir darin nicht;
die Anzahl der Ziffern rechts vom Dezimaltrennzeichen ist bei 7 oder v/2 zwar unendlich gross,
aber eben nicht periodisch. Die Romer haben statt mit 7 mit dem Wert % gerechnet, aber es
gibt bessere Naherungen, wie zum Beispiel die rationale Zahl % Aber auch letztere ist eben
nicht .
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Wir miissen die Zahlenmenge abermals erweitern um all jene Zahlen, die nicht als Bruch von
zwei ganzen Zahlen dargestellt werden konnen. Diese Zahlen nennt man irrationale Zahlen und
werden mit dem Zeichen I dargestellt.

Bisher haben wir unsere Mengen immer so erweitert, dass die neue Menge die vorherigen ent-
hielt; irrationale Zahlen sind aber Zahlen, die zu den bisherigen dazukommen.

NCNyCcZcCQ

Aber auch die erweiterte Zahlenmenge hat einen Namen: Es sind die reellen Zahlen, und ihre
Menge wird mit dem Zeichen R gekennzeichnet.

R=QUI

Es gilt: Jede rationale Zahl ist auch eine reelle Zahl.

Und ab jetzt konnen wir schreiben:

NCcNyCcZcCcQcCR

Um die Zahlen grafisch darzustellen, bietet sich eine Zahlengerade an.

Abbildung 1: Zahlengerade, nur ganze Zahlen eingezeichnet

Jede Zahl, die sich auf der Zahlengerade links von einer anderen Zahl r befindet, ist kleiner als
r. So ist 5.5 kleiner als 5.6, -5.6 kleiner als -5.5 usw. Jede Zahl auf der Zahlengerade wird durch
einen (unendlich kleinen) Punkt dargestellt; die Zahlengerade besteht aus unendlich vielen
Punkten ...
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1.2 Komplexe Zahlen

Und dann kam jemand® auf die Idee, die Zahlengerade in reale Zahlengerade umzubenennen
und zusétzlich zu dieser realen Zahlengerade noch eine sogenannte imaginire Zahlengerade
zu addieren; beide Achsen schneiden sich bei null und stehen senkrecht aufeinander:

Im

b c=a-+1ib

Y

Abbildung 2: komplexe Zahlenebene

Die reale Zahlengerade enthélt nur rein reelle Zahlen, die imaginére Zahlengerade enthélt nur
rein imaginére Zahlen; imaginére Zahlen sind reelle Zahlen, die mit einer noch zu definierenden
imagindren Einheit i multipliziert werden. Ein Punkt in der komplexen Zahlenebene lésst sich
als Summe

c=a+1i-b

beschreiben. Liegt der Punkt auf der rellen Achse, dann hat b den Wert 0. Liegt er auf der
imaginaren Achse, dann hat a den Wert null. All diese Punkte in der komplexen Zahlenebene
reprisentieren ein Element (also eine Zahl) der komplexen Zahlen; die Menge der komplexen
Zahlen wird mit C bezeichnet. Es gilt: Jede reelle Zahl ist auch eine komplexe Zahl.

Wir haben unsere Zahlenmenge nun ein weiteres Mal erweitert und konnen nun schreiben:

NCNycZcQcRcC

!Der Begriff ,, komplexe Zahlen® wurde von Carl Friedrich Gauf}, ¥30.04.1777 in Braunschweig — +23.02.1855
in Gottingen, eingefiihrt. Der Ursprung der Theorie iiber komplexe Zahlen geht auf die beiden Mathematiker
Gerolamo Cardano (Ars magna, Niirnberg 1545) und Rafael Bombelli (L’Algebra, Bologna 1572; wahrscheinlich
zwischen 1557 und 1560 geschrieben) zuriick. Und auch Leonard Euler, x15.04.1707 in Basel — +18.09.1783 in
St. Petersburg hat mit seiner speziellen Schreibweise komplexer Zahlen dazu beigetragen.
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(N>Ny) Z)Q) R) C

Abbildung 3: grafische Darstellung der Zahlenmengen

Generell gilt, dass der Betrag einer Zahl der Abstand zum Ursprung des Koordinatensystems
ist, der Ursprung des Koordinatensystems ist dort, wo sich die beiden Achsen schneiden. Somit
ist die 5 genauso weit vom Ursprung entfernt wie die —5, aber auch wie 5 -1 oder —5 - i. Statt
5-ioderi-5 kann man auch einfach 5i schreiben.

Der Betrag einer beliebigen komplexen Zahl kann folgendermassen berechnet werden:

] = Va2 + 52

Das bedeutet, die Zahl 3 + 4i hat den Betrag

1344 =v32+42 =97+ 16=1+25=5

Bei der Berechnung des Betrags einer komplexen Zahl kommt der Satz des Pythagoras zum
Tragen.

2 Rechnen mit komplexen Zahlen
2.1 Koordinatenschreibweise
Will man zwei komplexe Zahlen addieren so muss man einfach die reellen Anteile beider Zahlen
und die imaginéren Anteile beider Zahlen addieren:
c1 = ay +1ib1, co = as +iby
c1+ ¢y :a1+ib1+a2+ib2 :a1+a2+ibl—|—ib2 = (a1+a2)+i(bl+b2>

Oder mit einem Zahlenbeispiel:
(3+4i)+ (5—2i) =8+2i
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An dieser Stelle sei die Bemerkung erlaubt, dass man komplexe Zahlen auch wie Vektoren
ansehen kann.

Subtrahieren funktioniert entsprechend. Schwieriger wird es allerdings beim Multiplizieren, Di-
vidieren und Potenzieren ...

2.2 Euler’'sche Schreibweise

Eine komplexe Zahl ¢ = a+ib kann einerseits in der Koordinatenschreibweise dargestellt werden,
es wire aber auch denkbar, eine komplexe Zahl als Vektor zu verstehen und sie so mit der
Vektorldnge und dem Winkel zur reellen Achse darzustellen, also ¢ = f(]c/, ¢).

Tatséchlich gibt es eine solche Schreibweise, aber sie sieht zunédchst etwas merkwiirdig aus:
c=|c|- el
Die Giiltigkeit dieser Schreibweise, die auf Leonard Euler zuriickgeht, zu erklédren, wiirde einen

weiteren Nachmittag fiillen, sodass ich hier einfach darum bitte, sie so zu akzeptieren. Ublicherweise
wird der Winkel nicht in Grad angegeben, sondern in Radiant?.

Das e in der Formel ist die Euler’sche Konstante und hat den Wert 2.718282. .. Die Euler’sche
Konstante e ist eine irrationale Zahl (also Element von I), i ist die imagindre Einheit, von der
wir immer noch nicht wissen, was sie ist — aber wir kommen noch dazu.

c=a-+ib=|c| e

Die Umrechnung von Koordinatenschreibweise zur Euler’schen Schreibweise ist sehr einfach.
Den Betrag haben wir ja schon an fritherer Stelle bestimmt:

] = Va2 + 52

Den Winkel bestimmen wir mit der trigonometrischen Formel

(&)
p = arctan| —
a

Umgekehrt kann man auch a und b aus |c¢| und ¢ berechnen:

a = |c| - cos(p)

b=|c|-sin(p)

290° entsprechen 5, 180° entsprechen , ...
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Mit der Euler’schen Schreibweise ist es namlich sehr einfach zu multiplizieren, zu dividieren
und zu potenzieren, wie anhand einiger Beispiele gezeigt werden soll.

Nehmen wir mal die beiden reellen Zahlen 3 und —2; diese wollen wir multiplizieren. Jede
reelle Zahl ist ja auch eine komplexe Zahl, und das machen wir uns jetzt mal zu Nutze, indem
wir von den beiden Zahlen den Betrag und den Winkel bestimmen und sie in der Euler’schen
Schreibweise notieren. Der Pfeil von 0 auf die 3 hat mit der reellen Achse einen Winkel von 0°
und die Lénge 3, der Pfeil von der 0 auf die —2 hat mit der reellen Achse einen Winkel von
180° (in Radiant ausgedriickt ist das ) und die Lange 2. In der Euler’schen Schreibweise sieht
das dann so aus:

3=3.¢0 —2=2.¢"
Mochte ich nun diese beiden Zahlen multiplizieren, dann erhalte ich:
3.(=2) = (3- ) (2-¢7)
Das kann man auch ohne Klammern schreiben und anders anordnen:

3-(—2)=3-2-¢0.¢"

Interessant ist, was jetzt mit den beiden Exponenten passiert: Geméss Potenzengesetzen ad-
dieren sich die Exponenten ja bekanntermassen. Wir erhalten also:

3. (_2> —6- ei.0+i~7r —6- ei-(0+7r) —6- ei.Tr = —6

Was passiert, wenn man zwei negative Zahlen auf diese Weise multipliziert? Multiplizieren wir
—3 mit —2:

(=3)-(=2)=(3-e"™)-(2-e™)=6-"=6-¢""=6

Beim Dividieren muss man den Betrag des Dividenden durch den Betrag des Divisors teilen,
die Winkel muss man voneinander abziehen.

Aber schauen wir uns noch das Potenzieren an. Berechnen wir das Quadrat von —1:

(_1)2 — 12 . (ei~7'(')2

Gemiss Potenzgesetzen muss beim Quadrieren der Exponent i - ¢ mit dem Exponenten 2
multipliziert werden. Man erhéalt also:

(F1 = 12 (&7 = 1 (27)

Und das ist wieder
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1. (ei-2-7r> -1- (ei-(J) -1
Das Wurzelziehen ist auch eine Form des Potenzierens, denn es gilt:
Berechnen wir doch einmal die Wurzel von —1:

—1=1-¢7

[VE]

. (elﬂ-)% = 1 . el

N

Vo= (=12 =1z =1
Jetzt ist die Frage, welche Zahl mit 1 - e"2 dargestellt wird. Der Betrag der Zahl ist 1, der
Winkel ¢ ist 7, also 90°. Die Wurzel von —1 ist also die imaginére Einheit!

Noch eine kleine mathematische Spielerei am Ende dieses Kapitels, was aber fiir die weitere
Betrachtung noch wichtig ist: Was ergibt eigentlich %?

3 Komplexe Zahlen in der Elektrotechnik

Ab sofort nennen wir die imaginére Einheit nicht mehr i, sondern j. Der Grund ist, dass mit i
in der Elektrotechnik verdnderlicher Strom (z.B. Wechselstrom) bezeichnet wird: i(¢), und man
so Verwechslungen ausschliessen mochte.

3.1 Impedanz

In der Elektrotechnik bezeichnet man mit Impedanz (Scheinwiderstand) die vektorielle Summe
aus Resistanz (ohmscher Widerstand) und Reaktanz (Blindwiderstand). Und wir erinnern uns,
dass die Blindwidersténde senkrecht zum ohmschen Widerstand stehen. Es liegt also nahe, eine
Impedanz als komplexe Zahl zu betrachten mit einem realen Teil, dem ohmschen Widerstand
und einem imagindren Teil als Blindwiderstand.

Man konnte also schreiben:

Z=R+X;,+Xec=R+jwL+ mit w = 27 f

1
jwC’
Und spétestens jetzt weiss man, warum der Pfeil fiir X nach oben, aber der Pfeil fiir X nach
unten geht ...
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3.2 Admittanz

Die Admittanz (Scheinleitwert) ist die vektorielle Summe der Konduktanz (Wirkleitwert) und
der Suszeptanz (Blindleitwert). Und auch hier stehen Suszeptanz und Konduktanz senkrecht
aufeinander. Es gilt

1 1 1
Y=G+B,+Bec=—=+—+jwlC =G+ —+jwC, mit w=27f
R jwL jwlL

4 Komplexe Zahlen im Smith-Diagramm

Das Smith-Diagramm (englisch Smith chart) ist ein grafisches Hilfsmittel der komplexen Wech-
selstromrechnung, mit dem Berechnungen von elektrischen Impedanzen auf eine geometrische
Konstruktion zuriickgefithrt werden kénnen. Es wurde erstmals im Jahre 1939 von Phillip
Smith?® vorgestellt.

Das urspriingliche Ziel des Smith-Diagramms, die komplexen numerischen Berechnungen, die
manuell getdtigt werden mussten, durch eine grafische Ermittlung der Werte zu ersetzen und
so zu vereinfachen, ist durch die breite Verfiigharkeit von Taschenrechnern, welche auch mit
komplexen Zahlen rechnen kénnen, und Computern mit entsprechenden Softwarepaketen weg-
gefallen. Geblieben ist als primére Anwendung die grafische Représentation von Impe-
danzverliufen in technischen Dokumenten und Datenblédttern. Smith-Diagramme auf Papier
zur grafischen Ermittlung werden daher primér im Bereich der Ausbildung und Lehre und
zur Dokumentation verwendet. Messgerite wie Netzwerkanalysatoren konnen gemessene Daten
meist auch in Form von Smith-Diagrammen direkt anzeigen.

3Phillip Hagar Smith (x29. April 1905 in Lexington, Massachusetts, USA; +29. August 1987 in Berkeley
Heights, New Jersey, USA) war ein US-amerikanischer Ingenieur. Er wurde mit der Erfindung des nach ihm
benannten Smith-Diagrammes bekannt, einem System zur grafischen Darstellung von Berechnungen in der
komplexen Wechselstromrechnung. Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Phillip_Smith
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Abbildung 4: Smith Chart

Das Smith Chart muss man sich so vorstellen, dass man die rechte komplexe Zahlenebene, also
von der reellen Achse von 0 bis oo und von der imagindren Achse von —ooi bis +ooi derart
,verbogen® dargestellt hat, dass sie einen Kreis bildet. Dabei ist die 0 ganz links, die Zahlen oo,
—o0oi und +o0i befinden sich alle auf einem Punkt ganz rechts. Zusétzlich sind die kreisférmige
Skala aussen sowie die relle Achse horizontal in der Mitte logarithmisch. Im Zentrum des Kreises
befindet sich die Eins.

Unsere Koaxkabel, der Senderausgang und (hoffentlich) der Antenneneingang haben im Ama-
teurfunk eine Impedanz von etwa 50 §2. Teilt man alle Impedanzen durch diese 50 (2, dann hat
man alle Werte auf 50 €2 normiert, und die 50 (2 selbst werden als 1 dargestellt und befinden
sich genau in der Mitte des Smith-Charts.

Noch ein paar Bilder zur Verdeutlichung;:

Rechtwinkliges Koordinatensystem Smith Diagramm
1
A X/Q
50
R/
i 50 1
0 . - 0 ' %0
[ ]
[ ]
1
504

Abbildung 5: rechtwinkliges Koordinatensystem vs. Smith-Chart
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Abbildung 7: diverse Impedanzen mit konstantem X

4.1 Anwendung: Admittanz (Y') aus Impedanz (Z) bestimmen

HB9FGU

Von jedem Widerstand kann statt dem Widerstandswert (Resistanz) auch der Leitwert (Kon-
duktanz) angegeben werden. Und so kann auch von jeder Impedanz die entsprechende Admit-
tanz angegeben werden, sie muss aber — wie der Leitwert — ausgerechnet werden. Nehmen wir
an, wir hiatten eine Impedanz von Z = 50 Q2 +j-50 2 und moéchten diesen Wert in als Admittanz

angeben. Rein mathematisch miisste man folgendermassen vorgehen:

Z=500+j-500=>50Q(1+])

Normiert ist das:

Z
Znorm =—=1 j
500
Daraus ergibt sich
1 1—j 1=

1
17y

DO | —

Ynorm = Al . ~ —
1+j (A+)-0-j 2

Um es zu ,entnormieren, muss mit 0.2 S multipliziert werden, was dann

Impedanzen in der Elektrotechnik — Darstellung mit komplexen Zahlen
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Y =100mS + j - 100 mS

ergibt.

Wenn man nun beachtet, dass das Smith-Chart bezogen auf die Impedanzen auf 50 €2 und
bezogen auf die Admittanzen auf 20 mS normiert ist, dann wiirde man das obige Z beim Punkt
(1 + j) und das obige Y beim Punkt (0.5 - 0.5j) eintragen. Man sieht, dass der Punkt (0.5 - 0.5j)
vom Mittelpunkt genau so weit entfernt liegt wie der Punkt (1 + j), und man sieht weiterhin,
dass alle drei Punkte auf einer Geraden liegen.

Das gilt fiir alle Impedanzen, dass sie ndmlich durch Spiegelung am Mittelpunkt
in die Admittanz ,,umgerechnet“ werden kénnen.

Nun wird das Smith Chart um die Admittanzlinien erweitert, die nichts anderes sind, als eine
am Mittelpunkt punktgespiegelte Impedanzlinien:

Abbildung 8: Smith Chart mit Impedanz- und Admittanzlinien
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4.2 Anwendung: Anpassung einer Last Z mithilfe eines L-Netzwerkes

—

Z\rl‘é szp

Abbildung 9: verschiedene L-Netzwerke aus L. und C

Betrachten wir folgendes Beispiel:

L 407

0
ANFIDg 00 NO SSTNSNY

gy NIy

E 33

03

= "
5 :

o=

k=

Il
I
_E COMPONENT (R/Zo), OR CONDUCTANCE COMPONENT (G /Yo

G

02
012]

-
(338113.:. i

it

! Fi,

Abbildung 10: Anpassung einer (komplexen) Impedanz

Die Impedanz Z einer Antenne betrage Z = (80 + j - 40) Q2. Man zeichnet diese Impedanz
bei 1.6 + j - 0.8 im Smith-Chart ein, das entspricht einer Normierung auf 50 €2. M&chte man
diese Impedanz an seinen Sender anpassen, dann muss man sich auf den roten und blauen
Linien einen Weg suchen, um von 1.6 4 j - 0.8 zum Mittelpunkt des Smith-Charts (1 +j-0) zu

gelangen.
13 von 21
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Ein Weg konnte sein, entlang der blauen Linien nach unten zu gehen, bis man auf den roten
Kreis gelangt, der durch den Mittelpunkt geht, und dann entlang der roten wieder nach oben.
Fiir die Interpretation der Wege gelten folgende Regeln:

e Rote Linien stehen fiir Impedanz, also Reihenschaltung.

e Blaue Linien stehen fiir Admittanz, also Parallelschaltung.
e Weg nach oben bedeutet Spule.

e Weg nach unten bedeutet Kondensator.

Der erste Teilweg lduft an den blauen Linien entlang nach unten und ist etwa 0.68 lang. Das
entspricht einer Parallelschaltung eines Kondensators mit

|Be| = AB-20mS = 0.68 - 20mS = 13.6mS
Mit der Formel |B¢| = wC mit w = 27 f kann man die Kapazitét fiir eine gegebene Frequenz
berechnen.

Der zweite Teilweg lduft an den roten Linien entlang nach oben und ist etwa 0.82 lang. Das
entspricht einer Reihenschaltung einer Spule mit

| X1| =0.82-50Q =41
Mit der Formel | X| = wL mit w = 27 f kann man die Induktivitit fiir eine gegebene Frequenz
berechnen.

Hier noch der Versuch eines Nachweises, dass die ,,Berechnung® mithilfe des Smitch-Charts
stimmt:

real imaginar Betrag | Winkel
Zant 80.00000 | 25.00000 | » |83.81527| 0.30288
\ 4 v
Yant 0.01139 | -0.00356 | « | 0.01193 |-0.30288
Yc 0.00000 | 0.01360
v \ 4
Yant+c 0.01139 | 0.01004 | » | 0.01518 | 0.72264
v v
Zaic | 49.40272 (-43.56085 | « | 65.86483 |-0.72264
XL 0.00000 | 41.00000
Zges 49.40272 | -2.56085 | » |49.46905 |-0.05179

Abbildung 11: numerischer Nachweis der Korrektheit
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Ein L-Netzwerk besteht aus zwei Komponenten, entweder L. und C oder L und L oder C und C.
Mit Hilfe des Smith-Chatrs kann man erkennen, dass nicht jede beliebige Impedanz mit jeder
L-Schaltung angepasst werden kann, wie hier ersichtlich ist:

Abbildung 12: Bereiche, die mit den gegebenen Schaltungen angepasst werden kénnen

Abbildung 13: weitere Bereiche, die mit den gegebenen Schaltungen angepasst werden kénnen
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4.3 Anpassung mit 3 Elementen

Hier sind drei Schaltungen mit jeweils drei Elementen. Im jeweiligen Smith-Chart sind drei
Teilwege zu gehen:

Abbildung 14: Pi-Filter mit 2 Kondensatoren und 1 Spule
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Abbildung 15: T-Filter mit 2 Kondensatoren und 1 Spule
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Abbildung 16: T-Filter mit 2 Spulen und 1 Kondensator
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4.4  Anpassung mit Speiseleitung und Kondensator

In diesem Beispiel wird gezeigt, wie eine Anpassung mithilfe der Lénge einer Speiseleitung

angepasst werden kann:
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Abbildung 17: Anpassung mit Speiseleitung und Kondendsator
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Die Lénge der Speiseleitung verschiebt die anzupassende Impedanz (oder Admittanz) um einen
Kreis, dessen Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt des Smith-Charts identisch ist. Entlang eines

solchen Kreises ist das VSWR im iibrigen iiberall gleich.
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4.5 Zusammenhang mit der Giite

Je grosser die Blindwiderstédnde im Verhiltnis zu den Wirkwidersténden ist, desto grosser ist
die Frequenzabhéngigkeit — und damit die Schmalbandigkeit. Hier als , Linse“ dargestellt ist

Q:%:L

Abbildung 18: Zusammenhang mit der Giite

Je diinner die ,Linse“, desto breitbandiger ist die Anpassungsschaltung. Im hier gezeigten
Beispiel ist die Schaltung mit 4 Elementen breitbandiger als diejenige mit 2 Elementen.
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